柴田・橋爪のLangevin方程式はStratonovich型かIto型か?(第5回『非平衡系の統計物理』シンポジウム) by 今給黎, 隆 et al.
Title柴田・橋爪のLangevin方程式はStratonovich型かIto型か?(第5回『非平衡系の統計物理』シンポジウム)
Author(s)今給黎, 隆; 斎藤, 健; 根本, 香絵; 有光, 敏彦






































































































































































































































































A2--9m◎, △1-9m¢zz一沢e中一Slm申, (-2況e¢z, (61)
701-況e◎-3mQr, 710-沢e◎+9m申, (62)
◎-¢+-+¢~+*, Qr--i(4･+--¢-+*), (63)
である.
4 柴田 .橋爪のLangevin方程式はIto型かStratonovich
型か?
先ほど導出されたスピン緩和のLangevin方程式を用いて,柴田･橋爪のLangevin方程式
の計算則を探る.
(58)-(60)式時,NETFDのLangevin方程式(32)-(34)式からブラ真空を取り払った式
と一致している.従って,その形より,柴田･橋爪のLangevin方程式はItO型Langevin方
程式であると決論付けられる.
4.1 【sx(i),sy(i)]の交換関係
次にlsx(i),sy(i)]の交換関係の微分を計算することによって,柴田･橋爪のLangevin方
程式の確率過程としての計算則を調べる.
(58)-(60)式をStratonovich型の微分方程式とみなして,lsx(i),sy(i)]の微分を計算す
ると,
dlsx(i),sy(i)]-i(-(py.1+710+()sZ(i)+(701-710)(lsX(i)]2+[sy(i)]2-2[sz(i)]2Ddt
+ldFtyosz(i)-dFtzosy(i)?'sy(i)]+lsx(i)?dFtzosg(i)-dFtxosz(i)】
-i(-(701+710+()sZ(i)+(701-710)([sX(i)]2+【sy(i)]2-2【sz(i)]2Ddt
+【dFly0SZ(i)-dFtz｡sy(i),sy(i)]+[sx(i),dFtzosx(i)-dFtxosz(i)]
･芸[dFtysz(i)- tzsy(i),dsy(i)]･芸ldsx(i),dFtzsx(まト dFtxsz(i)]
-i(-(701+710+()sZ(i)+(701-710)(lsX(i)]2+[sy(i)]2-2[sz(i)]2Ddt
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+ldFFsz(i)-dFIZsy(i),sy(i)]+[sX(i),dFtzsx(i)-dFIXsZ(i)]
+ldFFsZ(i)-dFIZsy(i),dFIZsX(i)-dFIXsZ(i)]
･去【dFtydsz(i)-dFtzdsy(i),sy(i)]･芸lsX(i),dFtzdsx(i)-dFFdsz(i)]
-i(-(701+710+()sZ(i)dt+(701-710)(lsX(i)]2+【sy(i)]2-2【sz(i)]2)dt
+dFIXsy(i)-dFlySX(i))-iEsz(i)dt-i(701+710)sZ(i)dt
-iト(701+710+()sZ(i)dt+(7.1-710)(lsX(i)]2+〔sy(i)]2-2[sZ(i)]2)dt
+dFIXosy(i)-dFly0SX(i))
一芸(dFtxdsy(tト dFtydsx(i))-iCsz(i)di-i(701I710)sZ(i)dt
-idsz(i)-iEsz(i)dt,
となる.これは,交換関係,
lsx(i),sy(i)]-isz(i),
(64)
(65)
を微分した式とは一致しない.
(58)-(60)式をIto型の確率微分方程式と解釈して,dlsx(i),sy(i)]を計算すれば,
dlsx(i),sy(i)]-i(-(701+710+ど)sz(i)+(701-710)(lsX(i)】2+[sy(i)]2-2【sz(i)]2Ddt
+ldFlySZ(i)-dFIZsy(i),sy(i)]+[sX(i),dFIZsX(i)-dFlXsZ(i)]
+[dFlySZ(i)-dFIZsy(i),dFIZsX(i)-dFIXsZ(i)]
-idsz(i), (66)
となる.(66)式は,交換関係を微分した式になっている.
従って,交換関係を調べた結果も,柴田･橋爪のLangevin方程式はⅠもO型の確率微分
方程式であるという結論に至った.
4.2 スピンの大きさ
スピンの大きさは保存する.82(i)の微分をStratonovich型及びIto型のそれぞれの計算方
法で計算し,その量が消えるかを確認する.
(58ト(60)式をStratonovich型の微分方程式と解釈し,スピンの大きさを計算すれば,
dlsx(i)]2--(LJ+△2)【sy(i),sX(i)]十dt-(A1- A2)【sX(i),【sy(i),sZ(i)]+]十dt
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-(701円 10+()lsX(i)]2dt-;(701-710)[sX(i),lsZ(i),sX(i)].].dt
+【dFly0SZ(i)-dFIZosy(i)?sX(i)]+
- -(W+△2)lsy(i),SX(i)]tdt-(Al-A2)lsX(i),[sy(i),sZ(i)]+]+dt
lTol+710+ぐ)【sX(i)]2dt-;(7.1-710)[sX(i),lsZ(i),sx(i)].].dt
･ldFtysz(i)-dFtzsy(i),sx(i)]十+芸[dFtysz(i)-dFtzsy(i),dsx(i)]十
･三【dFFdsz(i)-dFtzdsy(i),sx(i)]十
--(LJ+A2)lsy(i),SX(i)]+dt-(△1-A2)lsX(i),lsy(i),sZ(i)]+]+dt
-(701･710+Olsx(i)]2dt弓 (701-710)【sX(i),[sZ(i),sX(i)晶 dt
+(701+710)lsZ(i)]2dt+Elsy(i)]2dt
+dFlylsX(i),sZ(i)]+-dFIZlsX(i),sy(i)]十
一芸(701-710)lsy(i),SX(i)].dt-(701十710+()lsX(i)]2dt,
dlsy(i)]2-(LJ+A2)lsX(i),sy(i)]+dt+(A1-A2)lsy(i),lsZ(i),sX(i)]+]+dt
-(7.1+710.()lsy(i)]2dt-i(701-710)[sy(i),lsy(i),SZ(i)]十]十dt
+[dFIZosX(i)-dFIX｡sZ(i)?sy(i)]十
-(W+A2)[sX(i),sy(i)]+dt+(Al- △2)lsIJ(i),lsZ(i),sX(i)]+]+dL
-(7.1I710+Olsy(i)]2dt一芸(7.1-710)[sy(i),lsy(i),SZ(i)].].dt
･[dFtzsx(i)-dFtxsz(i),sy(i)].+去【dFtzsx(車 dFtxsz(i)Idsy(i)].
･芸[dFtzdsx(i)-dFtxdsz(i),sy(i)].
-(LJ+A2)lsX(i),sy(i)]十dt+(△1-△2)[sy(i),lsZ(i),S〇(i)]十]+dt
-(Tol+710+()lsy(i)]2dl-;(701-710)[sy(i),[sy(i),SZ(i)].].dt
+(701+710)sZ2(i)dt+Csx2(i)dt
+dFIZlsX(i),sy(i)]十一dFtxlsz(i),sy(i)]十
-(Tol･710+()lsy(i)]2dt+芸(701-710)lsX(i),sy(i)]･dt,
dlsz(i)]2--2(7.1+710)[sZ(i)]2dt+(701-710)lsZ(i),[sX(i)]2+lsy(i)]2]+dt
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+【dFIX｡sy(i)-dFF｡sx(i)?sz(i)]+
- -2(701+710)lsZ(i)]2dt+(701- 710)lsZ(i),[sX(i)]2+[sy(i)]2].dt
･[dFtxsy(i)-dFFsx(i),sz(i)]十+芸[dFtxsy(i)-dFtysx(i),dsz(i)].
･芸【dFtxdsy(i)-dFFdsx(i),sz(i)].
--2(Tol+710)[sZ(i)]2dt+(701-710)lsZ(i),[sX(i)]2+[sy(i)]2].dt
+(701+710)([sX(i)]2+lsy(i)]2)dt-(7.1-710)sZ(i)dt
+dFIXlsy(i),sZ(i)]十一dFlylsX(i),sZ(i)i+
-2(701+710)[sZ(i)]2dt, (69)
から,
ds2(i)- -(701+710+ぐ)(lsx(i)】2+【sy(i)]2)dt-2(701+710)【sZ(i)]2dt≠0, (70)
となる.OはStratonovich積を表す.
一方,(58)-(60)式をIto型の確率微分方程式と思いスピンの大きさの微分を用いれば,
dlsx(i)]2--(W+△2)【sy(i),SX(i)]+dt-(A1- △2)【sX(i),lsy(i),sF(i)]+]十dt
-(701+710+Olsx(i)]2dt一芸(701-710)[sX(i),[sZ(i),珊 1.].dt
+(7.1+710)lsZ(i)]2dt+Elsy(i)]2dt
+dFlylsX(i),sZ(i)]+-dFIZlsX(i),sy(i)]+,
dlsy(i)]2-(LJ+A2)ls∬(i),Sy(i)]十dt+(△1- △2)lsy(i),lsZ(i),sX(i)]十]十dt
-(701･710+Olsy(i)]2dt-;(701- 710)[sy(i),[sy(i),SZ(i)]十].dt
+(Toュ+710)【sZ(i)]2dt+Elsx(i)]2dt
+dFtzlsx(i),sy(i)]+-dFtxlsz(i),sy(i)]+,
dlsz(i)]2 - -2(701+710)[sZ(i)]2dt+(701-710)【sZ(i),lsX(i)]2+[sy(i)]2]+dt
+(7.1+710)([sX(i)]2+[sy(i)]2)dt-(701- 710)sZ(i)dt
+dFtxlsy(i),sz(i)]十一dFtylsx(i),sz(i)]+,
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から,
ds2(i)-dlsx(i)]2+dlsy(i)]2+dlsz(i)]2-0, (74)
となる.
故に,スピンの大きさの微分を計算しても,柴田･橋爪のLangevin方程式はIto型の
確率微分方程式と結論付ける事が出来る.
4.3 減衰調和振動子
さらに,減衰調和振動子のモデルに対して,柴田･橋爪のLangevin方程式の計算則を探る.
微視的なハミル トニアンとして,線型の相互作用するボゾン系,
Hs-wala, HR-∑kWkbtbk, H1-9∑k(albk+h.C.),
を用いる.
注目する系の演算子A(卯こ対する柴田･橋爪のLangevin方程式は,
dA(i)-ilHs(i),A(i)]dl
+fC(at,(i)lA(i),a(i)]+〔a†(i),A(i)]a(i))dl+2fCh【at(i),[A(i),a(i)]dt
+[A(i),aI(i)]dFl+【a(i),A(i)]dFl,
となる.但し,
FC-7,92, dFt-9∑bL(i)dt,A
である.
Aに生成消滅演算子 aI,a及び個数演算子alaを代入すると,Langevin方程式は,
da(i)--ida(i)dt-fCa(i)dt+dFt,
daf(i)-iwaI(i)dt-FCaI(i)dt+dFl,
dlaI(i)a(i)]--2fClaI(i)a(t上 司dt+aI(i)dFt+a(i)dFl,
(75)
(76)
となる.
(79)式は,(77)式及び(78)式から導かれなければならない.(77),(78)式をStratonovich
型の微分方程式と解釈してaI(i)a(i)の微分を計算すれば,
dlaI(i)a(i)]-daI(i)a(i)+aI(i)da(i)
--2I'aI(i)a(i)dt+aI(i)dFt+a(i)dFf,
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が得られる.これは(79)式とつじつまが合わない･一方,(77),(78)式をIto型の微分方
程式としてdlat(i)a(i)]を求めれば,
dlal(i)a(i)]-daI(i)a(i)+aI(i)da(i)+daI(i)da(i)
--2rclaI(i)a(i)-h]dt+aI(i)dFt+a(i)dFt, (81)
となる.この式は(79)式と同じ形をしている.従って,減衰調和振動子系に対しても,柴
田･橋爪のLangevin方程式はIto型の微分方程式であることが確認された･
5 まとめ
この論文では,柴田･橋爪の導出したLangevin方程式に対して,スピン演算子の交換関
係と,スピンの大きさの微分を計算する事により,その計算則がIto型である事を示した･
また,減衰調和振動子の系に対しても,ⅠもO型の確率微分方程式と理解しないと,つじつ
まが合わない事を証明した.
解析的な計算が成り立っHeisenbergの運動方程式が,解析的な計算の成り立たないIto
型のLangevin方程式に確率過程として移行する理由はまだ分かっていない･また,柴田･
橋爪の処方の2つ目として,相互作用表示の演算子をHeisenberg表示の演算子に手で置き
換える操作を行ったが,そのような置き換えが正当化される理由も不明である.なぜ,柴
田･橋爪のLangevin方程式がIto型に推移したかを調べる事は,今後の課題であり,量子
確率過程の微視的な基礎付けのより深い理解-の一歩になるであろう･
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